Concours CPGE EPITA-IPSA-ESME

2022

Corrigé de I'épreuve de Mathématiques MP - PC - PSI (3h)

m PARTIE I : UNE INTEGRALE DEPENDANT D'UN PARAMETRE
1°) Posons ¢ = u V ma dans l'intégrale convergente f_ J;:C’ e_’2 dr=Vr.

Cette I'application u +— u V 7 a réalise un difféomorphisme de R dans R, et donc ce changement
de variables ne modifie ni l'existence ni la valeur de l'intégrale, de sorte qu'on a :

+00 2 +00 2
v :f e dt :Vﬂaf e duy.
— o0 —00

Il en résulte que l'intégrale J(0) converge et vaut :

+00 2 1
J(0) :f e MM du = —.

o0 a

.. il . a2
2.a) L'application ¢ > e 79" ¢! ™*! st continue sur R, eton a : ’e mats glmxt

2
=e A = o(i).
*o0 t2

. . wal i o ..
La fonction continue ¢ > e ™4 ¢! ™*! est donc intégrable au voisinage de +oo, et donc sur R.
On peut donc poser pour tout réel x :

+00 2 .
J(x)=f e Al Pl mxl 4y,

o0

. 2 \ .
2.b) Cette fonction (¢, x) - e 7" ¢! 7¥! st de classe C! par rapport a la variable x et on a :

— e

ox
1

) . . . Crai2 )
Cette fonction est continue en chacune de ses variables, et : ‘z mte AT T = x| el = 0( 7).
+o00 t

0 2 . 2
(e—ﬂat zﬂ'xt):l-ﬂ.te—ﬂal elﬂ'xl.

. . . il -, ..
La fonction continue ¢ - imte ™" ' ™*! est donc intégrable au voisinage de +oo, et donc sur R.
La fonction J est donc de classe C! surR eton a:

+00 2 A
J’(x):f e imte TN dr.

(o]

¢) Une intégration par parties dans l'intégrale J’(x) donne alors :

I +00 I, Ir 2 . teo gx (o o
J/(x):__f D gate T4 SN gy = ——[e rat eznxt] a7 oAt GiTxt §p
2a J-w 2a o 2aJ-w
. . . . _ 2 . _ 2
Cette intégration a un sens puisque le crochet est nul (car lim.., ‘e mar o mxl = Jimy,, e 74" = 0),

et la derniére intégrale n'est autre que J(x), de sorte qu'on a obtenu :

X
Jx)+—Jx) = 0.
2a



7TX2 71'X2
d) Cette relation équivaut a : i [e 4a J (x)] =0, autrement dita : e 42 J(x) = C avec CeC.

, . ) ) .
Et par évaluation en 0, on voit que cette constante C vaut : C = J(0) = f_ ’::’e matt gt = %, d'ou :
a
+00 2 ﬂx2
—-matc inxt -
J(x)=f e T Tt = —— e 4a
oo Va

En exploitant la formule d'Euler, on obtient enfin la convergence et la valeur de l'intégrale K(x) :

+oo 2 1 +oo 2 et too 2 i
K(x) = e " cos(mxt)dt = E( e A T + e Al oTinx d;)

7TX2

1
= —(J@+J(-x)=J(x)= —e 4a.
2 a

m PARTIE II : ETUDE DE LA SOMME D'UNE SERIE

3°) Etude d'une fonction auxiliaire
a) Comme g(x) = g(0) + x g’(0) + o(x) et sin(r x) = 7 x + o(x) au voisinage de 0, on a donc :

oy = E90=8O 2O +0k)  _ g'0)+o()
-0 sin(rr x) -0 mx+o(x) -0 n+o(l)

g()

’
et on prolonge % par continuité en posant 4(0) = £ £0
T

Il en résulte que : L = lim, _, o A(x) =

b) Pour tout réel x appartenant a [— %, %] \ {0}, on

, g’ (x) sin(r x) — m(g(x) — g(0)) cos(m x)
h(x) = .

sin?(7 x)
Comme g(x) = g(0) + x g’(0) + = g”(O) +0(x?) et g'(x) = g’(0) + x g”(0) + o(x), on a en effectuant
le développement limité suivant des numérateur et dénominateur :

(g'(0) +xg"(0) + o(x)) (7 x + o(x?)) - (x g0)+ = g”(O) +o(x )) (1 + o(x))

7222 + o)

W (x) =

(mx g’ (0) + mx% g”(0) + o(x?)) - (nxg(0)+ g”(0) + o(x ))

) 222 1 ofx?)

Il en résulte finalement :

2
% g”(0) + o(x?) 72—r g”(0) +o(1)
h(x) = = )
e x*+ o(xz) 7 +o(1)
pany

Il en résulte que : L' =lim, o A'(x) = >
T



c¢) La fonction % (prolongée en 0) est continue sur [—%, %], de classe C! sur [— %, %]\{0}, eth a

”
pour limite L’ = lim, _, o A’'(x) = gz_(()) en 0. D'aprés le théoréme de prolongement des fonctions C!,
T

on en déduit que /4 est de classe C! sur [— %, %] et que /2’ (0) = gz_(m.
/e

4°) Calcul d'une somme trigonométrique

a) Rappelons d'abord qu'on a : sin(a + b) + sin(a — b) = 2 sin(a) cos(b).

La formule proposée est vraie pour p = 1 car elle s'écrit : (1 + 2 cos(2 7 x)) sin(r x) = sin(3 7 x), soit
encore d'aprés la formule précédente : sin(r x) + (sin(3 7 x) — sin(m x)) = sin(3 7 x).

Supposons par récurrence cette formule vraie au rang p — 1 :

sin((2 p— 1) mx)

p-1
1+2 Z cos(Rmnx) =
n=1
Vérifions la maintenant au rang p en exploitant la méme formule de trigonométrie :

sin(rr x)

sin((2 p— 1) mx)

p
1+2Z cos(2mn x)

n=1

- +2cos2m px)
sin(rr x)

sin((2 p— 1) x) + 2 sin(wr x) cos(2 7 p x) _ sin(2p+1)mx)

sin(rr x) sin(7r x)

Et cette égalité se prolonge bien par continuité en 0 puisqu'on a :

P sin(Cp+ 1)mx 2p+1)mx
lim[1+ZZcos(27rnx)]:2p+l ot Cp+Dry ., errbrx

x-0 x-0 sin(m x) x-0 X

n=1

b) En intégrant 1'égalité ainsi obtenue sur [— %, %], on obtient :

+12sin(2 p+ D) x +1/2 P P ryl2
f @p+D )dx:f (1+2Z cos(27rnx)]dx:1+22f cos2nx)dx = 1.
- - n=1 n=1v"

12 sin(7 x) 12 12

f12
“12

On a en effet pour n = 1 :f+1/2 cos(2mnx)dx = [_Sin(zﬂVlX)] 0.

-1/2 2nn

5°) Convergence et somme de la série ), a,(g)
a) Par linéarité de l'intégrale, on a pour tout entier naturel p > 1 :

2 S e 1+2 S 2 dx
ag(g) + ;an(g) = f:l/z g |1+ Zcos( mnx)|dx.

n=1
On a alors compte tenu des résultats de la question 4 :

P +1/2 (2 p+1 2 0 o+ 1
ag(g) + 2Zan(g) :f 2(0) sin(( .p +1)7mx) dx et g(0) :f «(0) sin(( .p + 7x) N
=1 -12 sin(rr x) _1p sin(7r x)

Il en résulte que :

P
() +2 ) ane) = 20+ |

n=1

+1/2 in((2 1
(e(x) — g(0y SMCP DT
12 sin(rr x)




b) L'égalité précédente s'écrit aussi, avec les notations de la question 3 :
+1/2

p
ay(g) +2 ) an(g) = g(0)+ f h(x) sin((2 p + 1) 7 x) dx.
-12
n=1
Comme / est de classe C', cette derniére intégrale vaut, aprés intégration par parties :

2 1 +1/2 1 +
[—h(x) cos((2 p+ )ﬂx)] f 172

+ R (x)cos((2 p+ 1) mx)dx.
QCp+Dnm _12 Cp+Dnm P

12

Le crochet est nul puisque : cos((2 p+1) %) = COS(pJT + ;—r) =0, eton adonc:

P 1
2N ang) = g+ ————
ao(g) + ;a @ = o )+(2p+1)n£

L'inégalité de la moyenne montre alors que cette dernicre intégrale est bornée :
+1/2 +1/2
f W (x)cos(2 p+ Drx)dx| < f |W'(x)cos((2 p+ 1) x)|dx < f
-12 -1/2 -1/2
On en déduit que : lim,, , 1 (x)cos((2 p+ 1) x)dx =0, et on a finalement :

+1/2
h'(x)cos((2 p+ 1) x)dx.
12

+1/

2
|7’ (x)] dx

1 +1/2 pr
Q@ p+yn V=172

14 +o00
pgrgoo(ao(gnzzczn(g)] =g(0) ou  ay(®)+2) ag) = gl0).

n=1 n=1

m PARTIE IIT : FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

6°) Propriétés de la fonction g,

a) Pour tout réel x, la série Zijm Jfa(x + k) converge d'aprés la regle d'Alembert car :

_ k+1)2
e Ta (k1) _ﬂg[(x+k+1)2—(X+k)2] _

im —————— = lim e lim e—(2x+1)nae—2aﬂk - 0.
k= +oc0 e_ﬂa(x+k)2 k= +oo k= +oo
De méme, pour tout réel x, la série Zﬁj“’ fa(x — k) converge d'apres la régle d'Alembert car :
—ra(x—k-1)2
e . —mal (k=12 —(x—k)2 . - -
lim —— — lim e ﬂal(x )= —(x—k) J = lim e@xDma, 2amk _ 0.
k = 400 e_ﬂa(x_k)2 k = 400 k- +co

La série Zk L+ k) = i Ja(x + k) + fa(x) + 22 fa(x + k) converge simplement sur R.

f=—00

b) La fonction g, est 1-périodique puisqu'on a pour tout réel x et tout entier naturel p :

k=+oc0 +00 +0o0
Z Jax+1+k) = Zfa(x_k+ D)+ fo(x + 1)+Zfa(x+k+ 1).
k=—c0 k=1 k=1
En posant &’ = k — 1 dans la premi¢re somme et &’ = k + 1 dans la derniére somme, on a :
k=+c0 +00 +00
DLt 1) = Y Sk =B+ flx+ D+ ) falx+K)
k=—c0 k=0 k=2
+o00 +o00 k=400
= ) =R+ a0+ D falx+R) = > falx+ k).
k=1 k=1 k=—co

Ainsi, pour tout réel x, on a bien : g,(x + 1) = g,(x).



—rak? eZkaJrA

c) Pour tout réel 4 > 0, la série 3/ e converge d'apres la régle d'Alembert car :

2
e—na(k+1) 62 (k+1)an A

lim = lim e
k= +oo e—ﬂak2 eZkaﬂA k= +oo

2an A e—(2k+1)7ra = 0.

2 .
Sur le segment [-4, A],ona:e™™" <1let etlkamx o p2kand o par conséquent :
2 2 2 2
- Vxe[-4, A],0 Sﬁl(x+k) — e—na(x+k) — e Tax e—Zﬂakxe—nak < eZnakA e—nak .
2 2 2 2
-V xe[-A4, A] Oﬁfa(x—k)Ze_ﬂa(x_k) — e max” p2nakx j—mak® o 2makd ,—mak®

. )
Comme la série Y125 e ™K 2ka™4 converge, les deux séries Zk T f(x—k) et Zk ro £ (x+k)

convergent donc normalement (et uniformément) sur tout segment [—A4, A]. De plus, elles sont
constituées de fonctions continues sur R. On en déduit que leurs sommes sont donc continues sur
tout segment [— A, A], et donc continues sur R. Il en résulte que la fonction g, est continue sur R.

d) Appliquons le théoréme de dérivation des séries de fonctions a Zk‘ ® falx—k) et Zk‘ © falx+ k)

en remarquant tout d'abord que les fonctions £, sont de classe C' (et méme C*) sur R.

Les séries Zk T fx—k)et Zk 7% £.(x + k) convergent simplement sur R comme on I'a établi.

Les séries-dérivées Zk T fl(x—k)et Zk T £7(x + k) convergent normalement sur tout [—A4, A] :

2 2
|fa' (x+ k)| = ‘—27Ta(x+k)e_”(x+k) ‘s 2ralk + A) 27k gmmaks.

2 2
|1 (x = k)| = ‘—27ra(x—k)e_"a(x_k) ‘s 2ralk + A) PFrakA gmmaks.

La régle d'Alembert permet aussi de vérifier la convergence de la série 3,/ (k + 4) Q2rakd gomak®
et les deux séries Zk T £l (x—k) et Zk T £7(x + k) convergent normalement (et uniformément)
sur tout segment [—A4, A]. Les sommes des séries de fonctions Zk T f(x—k)et Z © falx+ k)
sont donc de classe C! et dérivables terme a terme sur tout segment [—A4, A], donc sur [R.

Il en résulte que g, est de classe C! sur R, etona: g,/ (x) = Zkiz 1o (x).

Un raisonnement analogue montre que g, est de classe C? surR, etona: g,”(x) = Zki’z fa” (x).

7°) La formule sommatoire de Poisson et application
a) D'apres la définition de a,(g,), ona:

+172 +1/2 ktoo

ay(ga) = f 2.(x) cos2 mnx)dx = f D falx+ k) cos2 mn x) dx.
-12 -2 =

On a vu que les deux séries de fonctions continues Zk Feo f(x—k) et Zk T f.(x + k) convergent

normalement (donc uniformément) sur tout segment [—A4, 4], et donc sur [— %, %]

Il en va de méme des séries Zk 1% fux = k) cos(2mn x) et Zk 1% fax + k) cos(2mnx) car on a
pour tout réel x : | f,(x) cos(2 mn x)| < f,(x), et on peut donc permuter les symboles 2] et f ,d'ou:

k=+o00

+1/2 +1)2
an(ga) = f1/2 gu(x)cosmnx)dx = Z f fulx + k) cos(2  n x) dx.
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b) En posant ¢ = x + k dans l'intégrale, il vient :

+172 k=too ~iyip
an(ga) = f 24(x) cos2 mnx)dx = Z f £.(t) cos2 ma(t — k) dt.
k

-1/2 1/2

Et par 2nr-périodicité du cosinus, on a finalement :

+1/2 k=too iin
an(ga) = f 2.(x) cos2 mnx)dx = Z f £ cos2 mn b) dt.
-12 k=1/2
Ce qui signifie encore, en exploitant la relation de Chasles :
k=+00

k+1/2
an(ga) = Z f fu®)cosQrnt)dt = f £t cos2n ) dt

puisque la fonction ¢ - f,(f)cosQrnt) =e "¢ 2 cos(2 mnt) est intégrable sur R d'apres 1.
Et les résultats de la partie I donnent de plus :
+00 2 1 _zn”
an(ga) :f e ™ cos@rnt)dt = KQn) = —e a .
oo P

c¢) Le résultat final de la partie II donne maintenant :
1 2 +00 T n2

ga(o) = ao(ga) +2 an(ga) —_—+ — a
Qs = o o e

Comme g,(t) = Zk T St + k) = Zﬁ_fz ~mat+ky? , on a en remplagant g,(0) par son expression :

k=+0c0 2 +00 7(}’!2

Z —nak? 1+2Z —7rak2 o a
k=—00 k=1 \/_ \/_n 1

71'}’[2 n

d)Pourtouta>Oett0utneN,onansnzetdonc:e_ a <e a,cequiconduita:

2 % _an? 2 & _mn _r e a
S Y ) o e
a p=1 a p=1 ad 1_¢ a
Et comme lim,_, 4o, x> ¢™ = 0, on a par conséquent lorsque @ tend vers 0 :

2 400 _ﬂn2

— Ze @ = o(1).

Va =1
En exploitant la formule obtenue en (c), on obtient donc :

2 _i

1 22 : (1)
+ a = — +o(l).
o \/_ \/_nl Va

m PARTIE IV : APPLICATION A L'ETUDE D'UNE SERIE ENTIERE

8°) On considére la série entiére suivante :

P
S(x) = —+Z k= —+x+x4+x9+x16+....
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8.a) Le rayon de convergence de cette série entiere est clairement égal a 1 car :
- pour x = £ 1, elle diverge grossierement, d'ou R < 1.

2 \
- pour |x| < 1, elle converge absolument car IX|*" < |x|* et Z x| converge, d'ou R = 1.

Ainsi, R = 1 et S est définie sur | — 1, 1[.

8.b) En appliquant le résultat de 7.d) avec a = el — 1O o50<x< l,ona:
/e T
1 +o00 1 +o00 \/7
Sx) = — + xk2 = —+Z:e_|ln(x)|k2 = ——+o(]).
2 A 2 i3 2VIn(x)

1 1 1

On sait que T = e VS ,etonadeplusenposantf=1—-x:
1 1 1 1 1 1
Vi-x V-lnx) V¢ V-lm(-n vVt 5
(+2 40P

En factorisant —= et en effectuant un développement limité quand ¢ tend vers 0, il vient :

Vi

Lo v 1- : |= : [1—(1—£+0(t))]~ £
Vix Vo Vit Vi+2+00 0 Nt 4 0 4
Ainsi donc, on a lim,_,; ( !

1
Vi-x V =In(x)
e N Ve

+0(l) = —— +o(]).

2
S() = —+ » X = —
2 ; 2V In(x)| 2V1-x

) = 0, ce qui donne quand x tend vers 1 :

Va4 o1

8.c) Comme x* tend vers 1 lorsque x tend vers 1, on a donc : S(x4) =
2V 14

Vo _N=n
2y 1t AV

2

Etcomptetenude1—x4:(1—x)(1+x+x +x3)~4(1—x),ona:

En posant # = 1 — x, on étudie par conséquent :
VT LR LA SR Rt 2
NT-x H1_¢ V12 1o ees 4V Va-6ito0
m 1 m 3 3Vt
- \/_[1— | = \/_[1—(1+—t+0(t))]~— .
4Vt N1=31/2+00t) 1 4Vt 16

Ainsi, cette différence tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, donc quand x tend vers 1, ce qui établit que :

S(x*) = _Vm + o(1).
4V1-x

. n " 2 2 2 2
8.d) Comme les entiers k et k% ont méme parité, on observe que : (=) = (= DF xK* = (= Dk x¥",
On a maintenant pour |x| < 1 :

+o00

SO +S(—x) =1+ ii(x"2 +(=x0f J=1+ Z(xk2 + (=1 K )

k=1 k=1
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. . 2 2 . \ .
Pour k impair, la somme 2 + (=1)F Xk est donc nulle, et il ne reste que les termes ou k est pair :

+o00 +00 +o00
2 2 1 2
SE)+S(=x) =1+2 Y xPO7 =142 ** =2+ ) () |=25(%).
(0 + S(—) D > S+ 20 (")
k=1 k=1 k=1
On a alors quand x tend vers 1, et donc quand -x tend vers -1 :
lim,,; S(-x) = lim,_; (25(x*) - S(x)) =0
puisque les résultats précédents montrent en effet que : 2 S(x4) - S(x) =o(1).
La limite de S(—x) quand x tend vers 1, c'est a dire la limite de S(x) quand x tend vers -1, est nulle.




