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‡ PARTIE I : UNE INTÉGRALE DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE
1°) Posons t = u p a  dans l'intégrale convergente Ÿ-¶

+¶ e-t2  dt = p .

Cette  l'application u # u p a réalise  un difféomorphisme de R  dans R,  et  donc ce changement
de variables ne modifie ni l'existence ni la valeur de l'intégrale, de sorte qu'on a :

p = ‡
-¶

+¶
e-t2  dt = p a  ‡

-¶

+¶
e-p a u2  du.

Il en résulte que l'intégrale J H0L converge et vaut :

J H0L = ‡
-¶

+¶
e-p a u2  du =

1

a
.

2.a) L'application t # e-p a t2  ei p x t est continue sur R, et on a : ¢e-p a t2  ei p x t¶ = e-p a t2 =
±¶

oK 1
t2
O.

La fonction continue t # e-p a t2  ei p x t est donc intégrable au voisinage de ±¶, et donc sur R.
On peut donc poser pour tout réel x :

J HxL = ‡
-¶

+¶
e-p a t2  ei p x t  dt.

2.b) Cette fonction Ht, xL # e-p a t2  ei p x t est de classe C1 par rapport à la variable x et on a :
¶∂

¶∂x
Je-p a t2  ei p x tN = i p t e-p a t2  ei p x t.

Cette fonction est continue en chacune de ses variables, et : ¢i p t e-p a t2  ei p x t¶ = †p t§ e-p a t2 =
±¶

oK 1
t2
O.

La fonction continue t # i p t e-p a t2  ei p x t est donc intégrable au voisinage de ±¶, et donc sur R.
La fonction J est donc de classe C1 sur R et on a :

J £HxL = ‡
-¶

+¶
e-p a t2  i p t ei p x t  dt.

c) Une intégration par parties dans l'intégrale J £HxL donne alors :

J £HxL = -
i

2 a
 ‡

-¶

+¶
-2 p a t e-p a t2  ei p x t  dt = -

i
2 a

Be-p a t2  ei p x tF
-¶

+¶
-

p x
2 a

 ‡
-¶

+¶
e-p a t2  ei p x t  dt.

Cette intégration a un sens puisque le crochet est nul (car lim±¶ ¢e-p a t2  ei p x t¶ = lim±¶ e-p a t2 = 0),

et la dernière intégrale n'est autre que J HxL, de sorte qu'on a obtenu :

J £HxL +
p x
2 a

 J HxL = 0.

d) Cette relation équivaut à : d
dx

e
p x2
4 a J HxL = 0, autrement dit à : e

p x2
4 a J HxL = C avec C e C.

Et par évaluation en 0, on voit que cette constante C vaut : C = J H0L = Ÿ-¶
+¶e-p a t2 dt = 1

a
, d'où :
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d) Cette relation équivaut à : d
dx

 e
p x2
4 a  J HxL = 0, autrement dit à : e

p x2
4 a  J HxL = C avec C e C.

Et par évaluation en 0, on voit que cette constante C vaut : C = J H0L = Ÿ-¶
+¶e-p a t2  dt = 1

a
, d'où :

J HxL = ‡
-¶

+¶
e-p a t2  ei p x t  dt =

1

a
 e

- p x2
4 a .

En exploitant la formule d'Euler, on obtient enfin la convergence et la valeur de l'intégrale KHxL :
KHxL = ‡

-¶

+¶
e-p a t2  cosHp x tL dt =

1
2

 K‡
-¶

+¶
e-p a t2  ei p x t  dt +‡

-¶

+¶
e-p a t2  e-i p x t  dtO

=
1
2

 HJ HxL + J H-xLL = J HxL =
1

a
 e

- p x2
4 a .

‡ PARTIE II : ÉTUDE DE LA SOMME D'UNE SÉRIE
3°) Etude d'une fonction auxiliaire
a) Comme gHxL = gH0L + x g£H0L + oHxL et sinHp xL = p x + oHxL au voisinage de 0, on a donc :

hHxL =
xØ0

gHxL - gH0L
sinHp xL =

xØ0

x g£H0L + oHxL
p x + oHxL =

xØ0

g£H0L + oH1L
p + oH1L .

Il en résulte que : L = limxØ 0 hHxL = g£H0L
p

 et on prolonge h par continuité en posant hH0L = g£H0L
p

.

b) Pour tout réel x appartenant à B- 1
2

, 1
2
F \ 80<, on 

h£HxL =
g£HxL sinHp xL - pHgHxL - gH0LL cosHp xL

sin2Hp xL .

Comme gHxL = gH0L + x g£H0L + x2

2
 g²″H0L + oIx2M et g£HxL = g£H0L + x g²″H0L + oHxL, on a en effectuant

le développement limité suivant des numérateur et dénominateur :

h£HxL =
Hg£H0L + x g²″H0L + oHxLL Ip x + oIx2MM - pKx g£H0L + x2

2
 g²″H0L + oIx2MO H1 + oHxLL

p2 x2 + oIx2M

=
Ip x g£H0L + p x2 g²″H0L + oIx2MM - Kp x g£H0L + p x2

2
 g²″H0L + oIx2MO

p2 x2 + oIx2M .

Il en résulte finalement :

h£HxL =

p x2

2
 g²″H0L + oIx2M

p2 x2 + oIx2M =

p
2

 g²″H0L + oH1L
p2 + oH1L .

Il en résulte que : L£ = limxØ 0 h£HxL = g²″H0L
2 p

.

c)  La fonction h  (prolongée en 0) est continue sur B- 1
2

, 1
2
F,  de classe C1  sur B- 1

2
, 1

2
F \ 80<,  et  h£  a

pour limite L£ = limxØ 0 h£HxL = g²″H0L
2 p

 en 0. D'après le théorème de prolongement des fonctions C1,

on en déduit que h est de classe C1 sur B- 1
2

, 1
2
F et que h£H0L = g²″H0L

2 p
.
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c) La fonction h  (prolongée en 0) est continue sur B- 1
2

, 1
2
F,  de classe C1  sur B- 1

2
, 1

2
F \ 80<,  et  h£  a

pour limite L£ = limxØ 0 h£HxL = g²″H0L
2 p

 en 0. D'après le théorème de prolongement des fonctions C1,

on en déduit que h est de classe C1 sur B- 1
2

, 1
2
F et que h£H0L = g²″H0L

2 p
.

4°) Calcul d'une somme trigonométrique
a) Rappelons d'abord qu'on a : sinHa + bL + sinHa - bL = 2 sinHaL cosHbL.
La formule proposée est vraie pour p = 1 car elle s'écrit : H1 + 2 cosH2 p xLL sinHp xL = sinH3 p xL, soit
encore d'après la formule précédente : sinHp xL + HsinH3 p xL - sinHp xLL = sinH3 p xL.
Supposons par récurrence cette formule vraie au rang p - 1 :

1 + 2 ‚
n=1

p-1

cosH2 p n xL =
sinHH2 p - 1L p xL

sinHp xL .

Vérifions la maintenant au rang p en exploitant la même formule de trigonométrie :

1 + 2 ‚
n=1

p

cosH2 p n xL =
sinHH2 p - 1L p xL

sinHp xL + 2 cosH2 p p xL

=
sinHH2 p - 1L p xL + 2 sinHp xL cosH2 p p xL

sinHp xL =
sinHH2 p + 1L p xL

sinHp xL .

Et cette égalité se prolonge bien par continuité en 0 puisqu'on a :

lim
xØ 0

1 + 2 ‚
n=1

p

cosH2 p n xL = 2 p + 1 et lim
xØ 0

sinHH2 p + 1L p xL
sinHp xL = lim

xØ 0

H2 p + 1L p x
p x

= 2 p + 1.

b) En intégrant l'égalité ainsi obtenue sur B- 1
2

, 1
2
F, on obtient :

‡
-1ê2

+1ê2 sinHH2 p + 1L p xL
sinHp xL  dx = ‡

-1ê2
+1ê2

1 + 2 ‚
n=1

p

cosH2 p n xL  dx = 1 + 2‚
n=1

p

‡
-1ê2

+1ê2
cosH2 p n xL dx = 1.

On a en effet pour n ¥ 1 : Ÿ-1ê2+1ê2 cosH2 p n xL dx = B sinH2 p n xL
2 p n

F
-1ê2
+1ê2

= 0.

5°) Convergence et somme de la série ⁄anHgL
a) Par linéarité de l'intégrale, on a pour tout entier naturel p ¥ 1 :

a0HgL + 2 ‚
n=1

p

anHgL = ‡
-1ê2

+1ê2
gHxL 1 + 2 ‚

n=1

p

cosH2 p n xL  dx.

On a alors compte tenu des résultats de la question 4 :

a0HgL + 2 ‚
n=1

p

anHgL = ‡
-1ê2

+1ê2
gHxL sinHH2 p + 1L p xL

sinHp xL  dx et gH0L = ‡
-1ê2

+1ê2
gH0L sinHH2 p + 1L p xL

sinHp xL  dx.

Il en résulte que :

a0HgL + 2 ‚
n=1

p

anHgL = gH0L +‡
-1ê2

+1ê2 HgHxL - gH0LL sinHH2 p + 1L p xL
sinHp xL  dx.

b) L'égalité précédente s'écrit aussi, avec les notations de la question 3 :
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b) L'égalité précédente s'écrit aussi, avec les notations de la question 3 :

a0HgL + 2 ‚
n=1

p

anHgL = gH0L +‡
-1ê2

+1ê2
hHxL sinHH2 p + 1L p xL dx.

Comme h est de classe C1, cette dernière intégrale vaut, après intégration par parties :

B-hHxL cosHH2 p + 1L p xL
H2 p + 1L p F

-1ê2
+1ê2

+
1

H2 p + 1L p  ‡
-1ê2

+1ê2
h£HxL cosHH2 p + 1L p xL dx.

Le crochet est nul puisque : cosJH2 p + 1L p
2
N = cosJp p + p

2
N = 0, et on a donc :

a0HgL + 2 ‚
n=1

p

anHgL = gH0L +
1

H2 p + 1L p  ‡
-1ê2

+1ê2
h£HxL cosHH2 p + 1L p xL dx.

L'inégalité de la moyenne montre alors que cette dernière intégrale est bornée :

‡
-1ê2

+1ê2
h£HxL cosHH2 p + 1L p xL dx § ‡

-1ê2
+1ê2†h£HxL cosHH2 p + 1L p xL§ dx § ‡

-1ê2
+1ê2 †h£HxL§ dx

On en déduit que : limpØ +¶
1H2 p+1L p  Ÿ-1ê2+1ê2 h£HxL cosHH2 p + 1L p xL dx = 0, et on a finalement :

lim
pØ +¶

a0HgL + 2 ‚
n=1

p

anHgL = gH0L ou a0HgL + 2 ‚
n=1

+¶

anHgL = gH0L.

‡ PARTIE III : FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON
6°) Propriétés de la fonction ga
a) Pour tout réel x, la série ⁄k=1

k=+¶ faHx + kL converge d'après la règle d'Alembert car :

lim
kØ +¶

e-p a Hx+k+1L2
e-p a Hx+kL2 = lim

kØ +¶
e-p aBHx+k+1L2-Hx+kL2F = lim

kØ +¶
e-H2 x+1L p a e-2 a p k = 0.

De même, pour tout réel x, la série ⁄k=1
k=+¶ faHx - kL converge d'après la règle d'Alembert car :

lim
kØ +¶

e-p a Hx-k-1L2
e-p a Hx-kL2 = lim

kØ +¶
e-p aBHx-k-1L2-Hx-kL2F = lim

kØ +¶
eH2 x-1L p a e-2 a p k = 0.

La série ⁄k=-¶
k=+¶ faHx + kL = ⁄k=1

+¶ faHx + kL + faHxL +⁄k=1
+¶ faHx + kL converge simplement sur R.

b) La fonction ga est 1-périodique puisqu'on a pour tout réel x et tout entier naturel p :

‚
k=-¶

k=+¶

faHx + 1 + kL = ‚
k=1

+¶

faHx - k + 1L + faHx + 1L +‚
k=1

+¶

faHx + k + 1L.
En posant k£ = k - 1 dans la première somme et k£ = k + 1 dans la dernière somme, on a :

‚
k=-¶

k=+¶

faHx + 1 + kL = ‚
k=0

+¶

faHx - kL + faHx + 1L +‚
k=2

+¶

faHx + kL

= ‚
k=1

+¶

faHx - kL + faHxL +‚
k=1

+¶

faHx + kL = ‚
k=-¶

k=+¶

faHx + kL .

Ainsi, pour tout réel x, on a bien : gaHx + 1L = gaHxL.
c) Pour tout réel A > 0, la série ⁄k=1

+¶ e-p a k2  e2 k a p A converge d'après la règle d'Alembert car :
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c) Pour tout réel A > 0, la série ⁄k=1
+¶ e-p a k2  e2 k a p A converge d'après la règle d'Alembert car :

lim
kØ +¶

e-p aHk+1L2  e2 Hk+1L a p A

e-p a k2  e2 k a p A
= lim
kØ +¶

e2 a p A e-H2 k+1L p a = 0.

Sur le segment @-A, AD, on a : e-p x2 § 1 et e±2 k a p x § e2 k a p A, et par conséquent :
-  " x e @-A, AD, 0 § faHx + kL = e-p a Hx+kL2 = e-p a x2  e-2 p a k x e-p a k2 § e2 p a k A e-p a k2.

- " x e @-A, AD, 0 § faHx - kL = e-p a Hx-kL2 = e-p a x2  e 2 p a k x e-p a k2 § e2 p a k A e-p a k2 .
Comme la  série  ⁄k=1

+¶ e-p a k2  e2 k a p A  converge,  les  deux séries  ⁄k=1
k=+¶ faHx - kL  et  ⁄k=1

k=+¶ faHx + kL
convergent  donc  normalement  (et  uniformément)  sur  tout  segment  @-A, AD.  De  plus,  elles  sont
constituées de fonctions continues sur R.  On en déduit que leurs sommes sont donc continues sur
tout segment @-A, AD, et donc continues sur R. Il en résulte que la fonction ga est continue sur R.

d) Appliquons le théorème de dérivation des séries de fonctions à ⁄k=1
k=+¶ faHx - kL et ⁄k=1

k=+¶ faHx + kL
en remarquant tout d'abord que les fonctions fa sont de classe C1 (et même C¶) sur R.
Les séries ⁄k=1

k=+¶ faHx - kL et ⁄k=1
k=+¶ faHx + kL convergent simplement sur R comme on l'a établi.

Les séries-dérivées ⁄k=1
k=+¶ fa£Hx - kL et ⁄k=1

k=+¶ fa£Hx + kL convergent normalement sur tout @-A, AD :
† fa£Hx + kL§ = ¢-2 p aHx + kL e-p aHx+kL2 ¶ § 2 p aHk + AL e2 p a k A e-p a k2.

† fa£Hx - kL§ = ¢-2 p aHx - kL e-p aHx-kL2 ¶ § 2 p aHk + AL e2 p a k A e-p a k2.

La règle d'Alembert permet aussi de vérifier la convergence de la série ⁄k=1
+¶ Hk + AL e2 p a k A e-p a k2

et les deux séries ⁄k=1
k=+¶ fa£Hx - kL  et ⁄k=1

k=+¶ fa£Hx + kL  convergent normalement (et uniformément)

sur  tout  segment  @-A, AD.  Les  sommes des  séries  de  fonctions  ⁄k=1
k=+¶ faHx - kL  et  ⁄k=1

k=+¶ faHx + kL
sont donc de classe C1 et dérivables terme à terme sur tout segment @-A, AD, donc sur R.
Il en résulte que ga est de classe C1 sur R, et on a : ga£HxL = ⁄k=-¶

k=+¶ fa£HxL.
Un raisonnement analogue montre que ga est de classe C2 sur R, et on a : ga²″HxL = ⁄k=-¶

k=+¶ fa²″HxL.
7°) La formule sommatoire de Poisson et application
a) D'après la définition de anHgaL, on a :

anHgaL = ‡
-1ê2

+1ê2
gaHxL cosH2 p n xL dx = ‡

-1ê2
+1ê2 ‚

k=-¶

k=+¶

faHx + kL cosH2 p n xL dx.

On a vu que les deux séries de fonctions continues ⁄k=1
k=+¶ faHx - kL  et ⁄k=1

k=+¶ faHx + kL  convergent

normalement (donc uniformément) sur tout segment @-A, AD, et donc sur B- 1
2

, 1
2
F.

Il  en  va  de  même  des  séries  ⁄k=1
k=+¶ faHx - kL cosH2 p n xL  et  ⁄k=1

k=+¶ faHx + kL cosH2 p n xL  car  on  a
pour tout réel x : † faHxL cosH2 p n xL§ § faHxL, et on peut donc permuter les symboles ⁄ et Ÿ , d'où :

anHgaL = ‡
-1ê2

+1ê2
gaHxL cosH2 p n xL dx = ‚

k=-¶

k=+¶‡
-1ê2

+1ê2
faHx + kL cosH2 p n xL dx.

b) En posant t = x + k dans l'intégrale, il vient :
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b) En posant t = x + k dans l'intégrale, il vient :

anHgaL = ‡
-1ê2

+1ê2
gaHxL cosH2 p n xL dx = ‚

k=-¶

k=+¶‡
k-1ê2
k+1ê2

faHtL cosH2 p nHt - kL dt.

Et par 2p-périodicité du cosinus, on a finalement :

anHgaL = ‡
-1ê2

+1ê2
gaHxL cosH2 p n xL dx = ‚

k=-¶

k=+¶‡
k-1ê2
k+1ê2

faHtL cosH2 p n tL dt.

Ce qui signifie encore, en exploitant la relation de Chasles :

anHgaL = ‚
k=-¶

k=+¶‡
k-1ê2
k+1ê2

faHtL cosH2 p n tL dt = ‡
-¶

+¶
faHtL cosH2 p n tL dt

puisque la fonction t # faHtL cosH2 p n tL = e-p a t2  cosH2 p n tL est intégrable sur R d'après I.
Et les résultats de la partie I donnent de plus :

anHgaL = ‡
-¶

+¶
e-p a t2  cosH2 p n tL dt = KH2 nL =

1

a
 e- p n2

a .

c) Le résultat final de la partie II donne maintenant :

gaH0L = a0HgaL + 2 ‚
n=1

+¶

anHgaL =
1

a
+

2

a
 ‚
n=1

+¶

e- p n2
a .

Comme gaHtL = ⁄k=-¶
k=+¶ faHt + kL = ⁄k=-¶

k=+¶ e-p aHt+kL2 , on a en remplaçant gaH0L par son expression :

‚
k=-¶

k=+¶

e-p a k2 = 1 + 2 ‚
k=1

+¶

e-p a k2 =
1

a
+

2

a
 ‚
n=1

+¶

e- p n2
a .

  

d) Pour tout a > 0 et tout n e N, on a n § n2 et donc : e- p n2
a § e- p n

a , ce qui conduit à :

0 §
2

a
 ‚
n=1

+¶

e- p n2
a §

2

a
‚
n=1

+¶

e- p n
a =

2

a
 ‚
n=1

+¶

e- p
a
n

=
2

a
 

e- p
a

1 - e- p
a

.

Et comme limxØ +¶ x1ê2 e-x = 0, on a par conséquent lorsque a tend vers 0 :
2

a
‚
n=1

+¶

e- p n2
a = oH1L.

En exploitant la formule obtenue en (c), on obtient donc :

1 + 2 ‚
n=1

+¶

e-p a n2 =
1

a
+

2

a
 ‚
n=1

+¶

e- p n2
a =

1

a
+ oH1L.

‡ PARTIE IV : APPLICATION À L'ÉTUDE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE
8°) On considère la série entière suivante :

SHxL =
1
2

+ ‚
k=1

+¶

x k
2

=
1
2

+ x + x4 + x9 + x16 + ... .

8.a) Le rayon de convergence de cette série entière est clairement égal à 1 car :
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8.a) Le rayon de convergence de cette série entière est clairement égal à 1 car :
-  pour x = ±1, elle diverge grossièrement, d'où R § 1.
-  pour †x§ < 1, elle converge absolument car †x§k2 § †x§k et ‚†x§k converge, d'où R ¥ 1.
Ainsi, R = 1 et S est définie sur D - 1, 1@.
8.b) En appliquant le résultat de 7.d) avec a = †ln HxL§

p
= - ln HxL

p
 où 0 < x < 1, on a :

SHxL =
1
2

+‚
k=1

+¶

x k
2

=
1
2

+‚
k=1

+¶

e-†lnHxL§ k2 =
p

2 †lnHxL§ + oH1L.
On sait que 1

†lnHxL§ = 1
-lnHxL ~

1
1

1-x
, et on a de plus en posant t = 1 - x :

1

1 - x
-

1

-lnHxL =
1

t
-

1

-lnH1 - tL =
1

t
-

1

t + t2

2
+ oIt2M

.

En factorisant 1
t

 et en effectuant un développement limité quand t tend vers 0, il vient :

1

1 - x
-

1

-lnHxL =
1

t
B1 -

1

1 + t ê2 + oHtL F =
1

t
B1 - K1 -

t
4

+ oHtLOF ~
0

t
4

.

Ainsi donc, on a limxØ1 K 1
1-x

- 1
-lnHxL O = 0, ce qui donne quand x tend vers 1 :

SHxL =
1
2

+‚
k=1

+¶

xk
2

=
p

2 †lnHxL§ + oH1L =
p

2 1 - x
+ oH1L.

8.c) Comme x4 tend vers 1 lorsque x tend vers 1, on a donc : SIx4M = p

2 1-x4
+ oH1L.

Et compte tenu de 1 - x4 = H1 - xL I1 + x + x2 + x3M ~ 4 H1 - xL, on a : p

2 1-x4
~
1

p

4 1-x
.

En posant t = 1 - x, on étudie par conséquent :
p

4 1 - x
-

p

2 1 - x4
=

p

4 1 - x
B1 -

2

1 + x + x2 + x3
F =

p

4 t
B1 -

2

4 - 6 t + oHtL F

=
p

4 t
B1 -

1

1 - 3 t ê2 + oHtL F =
p

4 t
B1 - 1 +

3
4

 t + oHtL F ~ -
3 p t

16
.

Ainsi, cette différence tend vers 0 quand t tend vers 0, donc quand x tend vers 1, ce qui établit que :

SIx4M =
p

4 1 - x
+ oH1L.

8.d) Comme les entiers k et k2 ont même parité, on observe que : H-xLk2 = H-1Lk2  xk2 = H-1Lk  xk2 .
On a maintenant pour †x§ < 1 :

SHxL + SH-xL = 1 +‚
k=1

+¶ Jxk2 + H-xLk2N = 1 +‚
k=1

+¶ Jxk2 + H-1Lk  xk
2N.

Pour k impair, la somme xk2 + H-1Lk  xk2  est donc nulle, et il ne reste que les termes où k est pair :
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Pour k impair, la somme xk2 + H-1Lk  xk2  est donc nulle, et il ne reste que les termes où k est pair :

SHxL + SH-xL = 1 + 2 ‚
k=1

+¶

xH2 kL2 = 1 + 2 ‚
k=1

+¶

x4 k2 = 2 
1
2

+‚
k=1

+¶ Ix4Mk2 = 2 SIx4M.
On a alors quand x tend vers 1, et donc quand |x tend vers -1 :

limxØ1 SH-xL = limxØ1 I2 SIx4M - SHxLM = 0
puisque les résultats précédents montrent en effet que : 2 SIx4M - SHxL = oH1L.
La limite de SH-xL quand x tend vers 1, c'est à dire la limite de SHxL quand x tend vers |1, est nulle.
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